
Systeme gewöhnlicher DGLs
𝐼 ⊂ ℝ, 𝑓 : 𝐼 × 𝑈 → ℝ𝑛, ODE:
𝑢(𝑚)(𝑡) =
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), …, 𝑢(𝑚−1)(𝑡)) mit AWP
𝑢(𝑡0) = 𝑢0.
Theorem 1.2.1 𝑓  LLZ in zweiter Kom-
ponente, dann 𝑢 eindeutig in 𝐼′ =
(𝑡0 − 𝛿−, 𝑡0 + 𝛿+) (Explosionskrit.), falls
𝑓  global Lipschitz: 𝐼′ = 𝐼 .
Baby-Grönwall 𝑎 ∈ ℝ, 𝑏, 𝐷 ∈ (0, ∞),
𝑢 ∈ 𝒞0([𝑡0, 𝑡0 + 𝐷], ℝ) mit 𝑢(𝑡) ≤ 𝑎 +
𝑏 ∫𝑡

𝑡0
𝑢(𝑠) d𝑠, dann:

𝑢(𝑡) ≤ 𝑎 ⋅ 𝑒𝑏(𝑡−𝑡0)∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 𝐷)
Theorem 1.2.2 𝑓  Lipschitz in zw.
Komp., dann ∀𝑡 > 0:
‖𝑢𝑡0,𝑢0

− 𝑢𝑡0,�̃�0
‖ ≤ 𝑒𝐿𝑡‖𝑢0 − �̃�0‖

außerdem 𝑢0 ↦ 𝑢𝑡0,𝑢0
 stetig in ‖⋅‖sup.

Lösungstechniken
Separation der Variablen:
𝑔, ℎ integierbar mit 𝐺′ = 𝑔, 𝐻′ =
1
ℎ  und 𝑢′ = 𝑔(𝑡)ℎ(𝑢), dann: 𝑢(𝑡) =
𝐻−1(𝐺(𝑡) − 𝐺(𝑡0) + 𝐻(𝑢0))
Exakte und Exaktisierbare Gl’en:
𝑃 , 𝑄 : 𝐼 × 𝐼′ → ℝ stetig und
𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦 = 0 (⋆).
(⋆) exakt ⇔ 𝑑⋆ ≔ 𝜕𝑃

𝜕𝑦 − 𝜕𝑄
𝜕𝑥 = 0

Exaktisierung:
Suche 𝜇(𝑥, 𝑦), sodass 𝜇 ⋅ (⋆) exakt.
𝜕𝑦[ 1

𝑄𝑑⋆] = 0 ⇒ 𝜇′(𝑥) = 𝜇(𝑥)
𝑄 𝑑⋆

𝜕𝑥[ 1
𝑃 𝑑⋆] = 0 ⇒ 𝜇′(𝑦) = 𝜇(𝑦)

𝑃 𝑑⋆
Bestimmung eines Potentials:
𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑥0, 𝑦0)

+ ∫𝑥
𝑥0

𝑃( ̃𝑥, 𝑦0) d ̃𝑥 + ∫𝑦
𝑦0

𝑄(𝑥0, ̃𝑦) d ̃𝑦
Löse 𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝐶 ∈ ℝ nach 𝑦 auf.
Variation der Konstanten 𝑚 = 1:
𝑔, ℎ ∈ 𝒞0(𝐼, ℝ𝑛), 𝐺′ = 𝑔, affine DGL:
𝑦′ = 𝑔(𝑥)𝑦 + ℎ(𝑥), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0.
Dann 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑒𝐺(𝑥) ∫𝑥 ℎ( ̃𝑥)𝑒−𝐺(�̃�) d ̃𝑥.
Wronski-Determinante:
(𝑢1(𝑡), …, 𝑢𝑛(𝑡)) Tupel von Funktionen.
𝑊𝑢(𝑡) ≔ det(𝜕𝑖

𝑥𝑢𝑗)𝑖=0,…,𝑛−1
𝑗=1,…,𝑛

Variation der Konstanten 𝑚 > 1:
𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦𝑛−1 + … + 𝑎0𝑦 = 𝑓 (⋆)
FS der hom. Gl.: (𝑦1, …, 𝑦𝑛). Dann:
𝑦𝑝(𝑥) = ∑𝑛

𝑗=1 (−1)𝑛+𝑗𝑦𝑗(𝑥)
× ∫𝑥

𝑥0

𝑊(𝑦1,…,𝑦𝑗−1,𝑦𝑗+1,…,𝑦𝑛)
𝑊(𝑦1,…,𝑦𝑛) 𝑓(𝑠) d𝑠

Affine ODS mit konst. Koeffizienten
Theorem 1.4.1 𝑃 ↦ 𝑃(𝐷) ist inj. Ring-
hom. zw. Pol(ℂ) und Lin. Abb. auf 𝒞∞

Theorem 1.4.2 Sei 𝑃  bel. Polynom:
𝑃 = ∏𝑟

𝑗=1 (𝑥 − 𝜆𝑗)
𝑘𝑗 .𝑃(𝐷)𝑢 = 0 hat

FS {𝜑𝑗𝑚|𝑗 ∈ ℕ∗
𝑟, 𝑚 ∈ ℕ𝑘𝑗−1} mit

𝜑𝑗𝑚 ≔ 𝑥𝑚𝑒𝜆𝑗𝑥.
Theorem 1.4.4 Sei 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 diag.:
𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷. 𝑦′ = 𝐴𝑦 hat FS 𝑃𝑒𝐷𝑥.
Jordan: 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 nicht diag.
𝜆1, …, 𝜆𝑚, 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 EW zu
𝐴. Aufteilen: {

𝜆𝑗∈ℝ ∀𝑗:1,...,𝑝

Im(𝜆𝑗)>0 ∀𝑗:𝑝+1,...,𝑝+𝑞

wobei 𝑝 + 2𝑞 = 𝑚. 𝛾𝑗, 𝛼𝑗 VF der 𝜆𝑗. Jor-
dan-Basis: {𝑣𝑙

𝑗𝑘 : 𝑗 ∈ ℕ∗
𝑚, 𝑘 ∈ ℕ∗

𝛾𝑗
, 𝑙 ∈

ℕ𝑙𝑗𝑘
} wobei ∑𝛾𝑗

𝑘=1 𝑙𝑗𝑘 = 𝛼𝑗. Es gilt
𝐴1

𝑗𝑘 = 𝜆𝑗𝑣1
𝑗𝑘 (echter EV) und 𝐴𝑙

𝑗𝑘 =
𝜆𝑗𝑣𝑙

𝑗𝑘 + 𝑣𝑙−1
𝑗𝑘 ∀𝑙 : 2, …, 𝑙𝑗𝑘 (falls 𝑙𝑗𝑘 > 1)

Theorem 1.4.5 EV und VEV zu reellen
EW reell, dann FS zu 𝑦′ = 𝐴𝑦:

𝑒𝜆𝑗𝑥 ∑
𝑙−1

𝑟=0

𝑥𝑟

𝑟!
𝑣𝑙−𝑟

𝑗𝑘

𝑗 ∈ ℕ∗
𝑝, 𝑘 ∈ ℕ∗

𝛾𝑗
, 𝑙 ∈ ℕ∗

𝑙𝑗𝑘

ℜ(𝑒𝜆𝑗𝑥 ∑
𝑙−1

𝑟=0

𝑥𝑟

𝑟!
𝑣𝑙−𝑟

𝑗𝑘 )
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑎

, ℑ(∑
𝑙−1

𝑟=0

𝑥𝑟

𝑟!
𝑣𝑙−𝑟

𝑗𝑘 )
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝑏

𝑗 = 𝑝 + ℕ∗
𝑞, 𝑘 ∈ ℕ∗

𝛾𝑗
, 𝑙 ∈ ℕ∗

𝑙𝑗𝑘

wobei

𝑎 = 𝑒ℜ(𝜆𝑗)𝑥 ∑
𝑙−1

𝑟=0

𝑥𝑟

𝑟!
[cos(ℑ(𝜆𝑗)𝑥)ℜ(𝑣𝑙−𝑟

𝑗𝑘 )

− sin(ℑ(𝜆𝑗)𝑥)ℑ(𝑣𝑙−𝑟
𝑗𝑘 )]

𝑏 = 𝑒ℜ(𝜆𝑗)𝑥 ∑
𝑙−1

𝑟=0

𝑥𝑟

𝑟!
[cos(ℑ(𝜆𝑗)𝑥)ℑ(𝑣𝑙−𝑟

𝑗𝑘 )

− sin(ℑ(𝜆𝑗)𝑥)ℜ(𝑣𝑙−𝑟
𝑗𝑘 )]

Koordinatentransformationen
Theorem 1.5.1 𝐽 ⊂ ℝ, 𝑋 ⊂ ℝ𝑛 offen,
𝑓 ∈ 𝒞0(𝐽 × 𝑋, ℝ𝑛) LLZ. 𝑌 ⊂ ℝ𝑛, 𝜙 ∈
𝒞1(𝐽 × 𝑌 , 𝑋) 𝐷2𝜙 ∈ GL(𝑛, ℝ). Sei
𝐼 ⊂ 𝐽  Intervall, 𝑦 : 𝐼 → 𝑌  Lsg. von
𝑦′(𝑡) = (𝐷2𝜙(𝑡, 𝑦(𝑡)))−1

[𝑓(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑦(𝑡))) − 𝐷1𝜙(𝑡, 𝑦(𝑡))]
⇔ 𝑓(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝑦(𝑡))) = 𝑑

𝑑𝑡𝜙(𝑡, 𝑦(𝑡)).
Dann: 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡, 𝑦(𝑡)) löst 𝑥′(𝑡) =
𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)).
𝑓  homogen vom Grad null:
𝑓 : (0, ∞)2 → ℝ, 𝑓(𝜆𝑡, 𝜆𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥).
𝜙(𝑡, 𝑦) = 𝑡𝑦, dann transformiert sich
𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 zu
𝑦′(𝑡) = 1

𝑡 (𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡)) − 𝑦(𝑡)),  𝑦(𝑡0) =
𝑥0
𝑡0

𝑓  SO(2)-invariant bzw. “𝑓 = 𝑓(𝑟)”:
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑟2(𝑥))𝑥 + ℎ(𝑟2(𝑥))𝑖𝑥 ∀𝑥 ∈
ℝ2

Polarkoordinaten: 𝜙(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos 𝜃
𝑟 sin 𝜃

).
Dann 𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)) ⇔
{𝑟′(𝑡)=𝑔(𝑟2(𝑡))𝑟(𝑡)

𝜃′(𝑡)=ℎ(𝑟2(𝑡))

Asymptotik und Stabilität
𝑓 ∈ 𝒞1(𝐷 ⊂ ℝ𝑛+1, ℝ𝑛), 𝑦 : [𝑥0, ∞] →
ℝ𝑛 löst 𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0.

𝑦 heißt auf [𝑥0, ∞)
stabil :⇔ ∀𝜀 > 0 : ∃𝛿 > 0 :
∀𝑧0 ∈ ℝ𝑛 : ‖𝑦0 − 𝑧0‖ < 𝛿

⇒ ‖𝑦𝑥0,𝑧0
(𝑥) − 𝑦(𝑥)‖ < 𝜀 ∀𝑥 ≥

𝑥0
attraktiv :⇔ ∃𝛿 > 0 : ∀𝑧0 ∈ ℝ𝑛 :
‖𝑦0 − 𝑧0‖ < 𝛿 ⇒ ∃𝑦𝑥0,𝑧0

 auf 𝐼  und
‖𝑦(𝑥) − 𝑦𝑥0,𝑧0

(𝑥)‖ →
𝑥→∞

0.
asymptotisch stabil :⇔ stabil & attr.
exponentiell stabil :⇔ ∃𝛿, 𝐿, 𝜔 > 0 :
∀𝑧0 ∈ ℝ𝑛 : ‖𝑦0 − 𝑧0‖ < 𝛿 ⇒ ∃𝑦𝑥0,𝑧0

auf 𝐼  und ‖𝑦(𝑥) − 𝑦𝑥0,𝑧0
(𝑥)‖

≤ 𝐿‖𝑦0 − 𝑧0‖𝑒−𝜔(𝑥−𝑥0).
Exp. stabil ⇒ asympt. stabil. Für 𝑛 =
1 attraktiv ⇒ stabil. Bei linearen Syste-
men Stabilität unabhängig von 𝑦.

Autonome ODE-Systeme
𝐷 ⊂ ℝ𝑛 offen, 𝑓 : 𝐷 → ℝ𝑛, 𝑦′ = 𝑓(𝑦).
Konstante Lösungen heißen stationär.
Lineare Autonome: 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛

spec 𝐴 ≔ {𝜆 ∈ ℂ : ∃𝑣 ∈ ℝ𝑛 : 𝐴𝑣 =
𝜆𝑣}.
∋ 𝜆 halbeinfach :⇔ GV(𝜆) = AV(𝜆).
Theorem 2.8 𝑦 : 𝐼 → ℝ𝑛, 𝑦′ = 𝐴𝑦 (⋆).
1. (⋆) stabil ⇔ ℜ(spec 𝐴) ≤ 0 und

ℜ(𝜆) = 0 ⇒ 𝜆 halbeinfach.
2. (⋆) asy. s.⇔exp. s.⇔ ℜ(spec 𝐴) <

0 Mit 𝑠 ≔ max{ℜ(spec 𝐴)} gilt:
‖𝑒𝐴𝑥𝑦0‖ ≤ 𝑀𝜔‖𝑦0‖𝑒𝜔𝑥∀𝜔 ∈ (𝑠, 0)
Falls ∀𝜆 ∈ spec 𝐴 : ℜ(𝜆) = 𝑠 ⇒ 𝜆
halbeinfach, dann: ∃𝑀 > 0 :
‖𝑒𝐴𝑥𝑦0‖ ≤ 𝑀‖𝑦0‖𝑒𝑠𝑥

Nichtlineare Autonome:
Theorem 2.11 𝑓 ∈ 𝒞1, 𝑦𝑠 ∈ 𝑓−1({0}).
𝐽𝑓 [𝑦𝑠]≔ (𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑦𝑗
)

𝑛

𝑖,𝑗=1
(𝑦𝑠).

1. ∀𝜆 ∈ spec(𝐽𝑓 [𝑦𝑠]) : ℜ(𝜆) < 0 ⇒
𝑦𝑠 exp. stabil.

2. ∃𝜆 ∈ spec(𝐽𝑓 [𝑦𝑠]) : ℜ(𝜆) > 0 ⇒ 𝑦𝑠
instabil.

Ляпунов-Funktionen:
Sei 𝑓  LLZ. Dann heißt 𝐸 ∈ 𝒞1(𝐷, ℝ𝑛)
erstes Integral von 𝑦′ = 𝑓(𝑦) :⇔
⟨∇𝐸(𝑦), 𝑓(𝑦)⟩ = 0 ∀𝑦 ∈ 𝐷.
𝑦𝑠 ∈ 𝑈 ⊂ 𝐷 offen, 𝑉 ∈ 𝒞1(𝑈, ℝ𝑛)
heißt (starke) Ljapunow-Funktion an 𝑦𝑠
:⇔ ⟨∇𝑉 (𝑦), 𝑓(𝑦)⟩ ≤ 0 ∀𝑦 ∈ 𝑈 .
(:⇔ ⟨∇𝑉 (𝑦), 𝑓(𝑦)⟩ < 0 ∀𝑦 ∈ 𝑈 \
{𝑦𝑠})
Theorem 2.26 𝑓  LLZ, 𝑦𝑠 ∈ 𝑓−1({0}),
𝑉  (starke) LF von 𝑦′ = 𝑓(𝑦) an 𝑦𝑠.
Falls 𝑉 (𝑦𝑠) < 𝑉 (𝑦) ∀𝑦 ∈ 𝑈 , dann ist
𝑦𝑠 (asymptotisch) stabil.

Rand- & Eigenwertprobleme
ODE zweiter Ord.: 𝑎0, 𝑎1, 𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏])
𝑢″(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑢′(𝑥) + 𝑎0(𝑥)𝑢(𝑥) =
𝑓(𝑥)
Robin-Randbedingungen:
{

𝑅1𝑢≔𝛼0𝑢(𝑎)+𝛼1𝑢′(𝑎)=𝜂1

𝑅2𝑢≔𝛽0𝑢(𝑏)+𝛽1𝑢′(𝑏)=𝜂2
, 𝜂𝑖, 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ ℝ

und (𝛼0, 𝛼1) ≠ 0 ≠ (𝛽0, 𝛽1),
Dirichlet-RB (𝛼1, 𝛽1) = 0, Neumann-RB
(𝛼0, 𝛽0) = 0.
Periodische Randbedingungen:
𝑢(𝑎) = 𝑢(𝑏), 𝑢′(𝑎) = 𝑢′(𝑏)
Theorem 3.2 𝐿𝑢 ≔ 𝑢″ + 𝑎1𝑢′ + 𝑎0𝑢,
𝑅𝑢 ≔ 𝐶( 𝑢(𝑎)

𝑢′(𝑎)
) + 𝐷( 𝑢(𝑏)

𝑢′(𝑏)
), 𝐶, 𝐷 ∈

ℝ2×2

1. ∀𝜂 ∈ ℝ2, 𝑓 ∈ 𝒞0([𝑎, 𝑏]) : ∃!𝑢 ∈
𝒞1([𝑎, 𝑏]) : 𝐿𝑢 = 𝑓 , 𝑅𝑢 = 𝜂 ODER

2. ∃𝑢 ∈ 𝒞1([𝑎, 𝑏]) \ {0} : 𝐿𝑢 = 0 =
𝑅𝑢.

Theorem 3.6 (𝑢1, 𝑢2) FS von 𝐿𝑢 = 0,
det(𝑅1𝑢1

𝑅2𝑢1

𝑅1𝑢2

𝑅2𝑢2
) ≠ 0. Dann ist (𝑣1

𝑣2
) ≔

(𝑅1𝑢2

𝑅2𝑢2

−𝑅1𝑢1

−𝑅2𝑢1
)(𝑢1

𝑢2
) ein FS mit 𝑅1𝑣1 =

0 = 𝑅2𝑣2.
Greensche Funktion:
𝐺 : [0, 1]2 → ℝ Greensche Fkt. für RWP
{𝐿 ⋅ = 𝑓 : 𝑓 ∈ 𝒞0([0, 1])}, 𝑅 ⋅ = 𝜂 :⇔
1. 𝐺 stetig auf [0, 1]2, auf 𝐷± jeweils

zweimal stetig partiell nach 𝑥 diff’bar.
2. (𝜕1𝐺)+(𝑥, 𝑥) − (𝜕1𝐺)−(𝑥, 𝑥) = 1
3. ∀(𝑥, 𝑠)∈ [0, 1]2 : 𝐿𝐺(⋅, 𝑠) = 0 falls

𝑥 ≠ 𝑠
4. 𝑅1𝐺(⋅, 𝑠) = 𝑅2𝐺(⋅, 𝑠) = 0∀𝑠 ∈

(0, 1).

Theorem 3.8 𝐺 Greensche Funktion zu
RWP, dann ∀𝑓 ∈ 𝒞0([0, 1]) :
𝑦 : 𝑥 ↦ ∫1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠) d𝑠 ∀𝑥 ∈

[0, 1]ist eindeutige RWP-Lsg., 𝐺 auch
eind.
Die Greensche Funktion eines Diffops 𝑃
ist der Integralkern von 𝑃−1.

Für Th. 3.6: 𝐺(𝑥, 𝑠) =
⎩{
⎨
{⎧𝑣2(𝑥)𝑣1(𝑠)

𝑊(𝑠) 𝑥≤𝑠

𝑣1(𝑥)𝑣2(𝑠)
𝑊(𝑠) 𝑥≤𝑠

Sturm-Liouville-Operatoren
𝑝, 𝑞 ∈ 𝒞1([𝑎, 𝑏], ℝ), 𝑝 > 0. Sturm-Li-
ouville-Operator zu 𝑝, 𝑞: 𝐿𝑝,𝑞 = 𝑞 +
𝑝′𝐷 + 𝑝𝐷2 ≕ 𝐿. Es gilt 𝐿𝑦 = 𝑞𝑦 +
(𝑝𝑦′)′.
𝒞0

0(𝐼) ≔ {𝑢 ∈ 𝒞0(𝐼) : 𝑢(𝑎) = 0 =
𝑢(𝑏)} Lemma 3.13 ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝒞2([𝑎, 𝑏]):
1. 𝑓(𝐿𝑔) − 𝑔(𝐿𝑓) = (𝑝𝑊𝑓,𝑔)

′

2. ⟨𝑓, 𝐿𝑔⟩ − ⟨𝐿𝑓, 𝑔⟩ = (𝑝𝑊𝑓,𝑔)|𝑏𝑎
3. 𝑓, 𝑔 ∈ 𝒞0

0([𝑎, 𝑏]) ⇒ 𝐿 = 𝐿∗

4. 𝑝 ∈ 𝒞0
0([𝑎, 𝑏]) ⇒ 𝐿 = 𝐿∗

Theorem 3.14 Homogenes 𝐿-RWP nur
trivial lösbar, dann ∃! Greensche Fkt. 𝐺
zu 𝐿𝑢 = ⋅ mit 𝐺(𝑥, 𝑠) = 𝐺(𝑠, 𝑥).
Dirichlet-Eigenwertprobleme:
𝜆 ∈ ℝ Dirichlet-EW (DEW) zu 𝐿
:⇔ ∃𝑢 ∈ 𝒞2

0([𝑎, 𝑏]) \ {0} : 𝐿𝑢 + 𝜆𝑢 =
0.
𝑢 heißt Dirichlet-Eigenfunktion (DEF).
𝜎Dir(𝐿) ≔ {𝜆 ∈ ℝ : 𝜆 DEW zu 𝐿}

Hom. RWP nichttriv. lösbar ⇔ 0 DEW .
Theorem 3.17 𝑃  s.adj., 𝜆1 ≠ 𝜆2 DEW
mit DEF 𝑢1, 𝑢2. Dann ⟨𝑢1, 𝑢2⟩ = 0.
Theorem 3.18 0 nicht DEW von 𝐿, 𝐺
Greensche Fkt. zu 𝐿. Dann 𝐿𝑢 + 𝜆𝑢 =
0

⇔ ∫𝑏
𝑎

𝐺(𝑥, 𝑠)𝑢(𝑠) d𝑠 = − 1
𝜆𝑢(𝑥)

Theorem 3.19 𝑞 ≤ 0 ⇒ 𝜎Dir(𝐿) ⊂ ℝ+

Theorem 3.20 𝜆 ∈ 𝜎Dir(𝐿). Eigenfkt. zu
𝜆 bilden endlichdim. TR von 𝒞0

0([𝑎, 𝑏]).
Ordne 𝜎Dir(𝐿) in Folge in ℝ, dann
𝜆𝑛 →

𝑛→∞
∞.

Stone-Weierstraß-Resultate
𝕂 ∈ {ℝ, ℂ}, (𝒞0([𝑎, 𝑏], 𝕂), ‖⋅‖∞) BR.
Lemma 3.5 (Weierstraß)
cl(Pol([𝑎, 𝑏], 𝕂)) = 𝒞0([𝑎, 𝑏], 𝕂)
Trigonometrische Polynome:
TPolℂ(ℝ) = span{𝑒𝑖𝑘⋅ : 𝑘 ∈ ℤ}
TPolℝ(ℝ) = TPolℂ(ℝ) ∩ 𝒞0(ℝ, ℝ)

= span{sin(𝑘 ⋅), cos(𝑘 ⋅) : 𝑘 ∈ ℕ}
Theorem 3.31
cl(TPol𝕂(ℝ)) = 𝒞0

2𝜋−𝑝(ℝ, 𝕂).
Theorem 3.22
TPol𝕂(ℝ) ⊂ 𝐿2(ℝ). TPol𝕂([0, 2𝜋]) ist
Hilbertbasis von 𝐿2([0, 2𝜋]).

Funktionalanalysis

Hilberträume und Fourierreihen
Theorem 4.9 ∀𝑛, 𝑘 ∈ ℕ:
⟨cos(𝑛 ⋅), sin(𝑘 ⋅)⟩ = 0
⟨cos(𝑛 ⋅), cos(𝑘 ⋅)⟩ = ⟨sin(𝑛 ⋅), sin(𝑘 ⋅
)⟩

= {0 𝑛≠𝑘
𝜋 sonst

Theorem 4.10 𝑢𝑖 : [−𝜋, 𝜋] → ℝ,
𝑢0(𝑥) ≔ 1√

2𝜋
, 𝑢2𝑛−1(𝑥) ≔

1√
𝜋 cos(𝑛𝑥)

𝑢2𝑛(𝑥) ≔ 1√
𝜋 sin(𝑛𝑥) sind ONS.

Fourierkoeff.: 𝑓 ∈ 𝒞0([−𝜋, 𝜋], ℝ),
𝑎𝑛 ≔ 1

𝜋 ∫𝜋
−𝜋

𝑓(𝑥) cos(𝑛𝑥) d𝑥
𝑏𝑛 ≔ 1

𝜋 ∫𝜋
−𝜋

𝑓(𝑥) sin(𝑛𝑥) d𝑥
Hilbert-, Banach-, Frécheträume:
1. 𝐻  𝕂-VR mit Sesquilinearform ⟨⋅, ⋅⟩,

vollständig bezzüglich ‖⋅‖ ≔ √⟨⋅, ⋅⟩.
Dann 𝐻  𝕂-Hilbertraum.

2. 𝐵 vollständiger normierter Raum,
dann 𝐵 Banachraum

3. 𝐹  lokalkonvexer, vollst. metrischer
Raum, dann 𝐹  Fréchetraum.

Theorem 4.14 𝑉  VR mit Skalarprodukt,
dann: ⟨⋅, ⋅⟩ stetig.
Theorem 4.15 𝐻  HR, 𝑈 ⊂ 𝐻
abgeschlossen und konvex. Dann ∀𝑓 ∈
𝐻 : ∃!𝑓0 ∈ 𝑈 :

‖𝑓 − 𝑓0‖ ≤ ‖𝑓 − 𝑢‖ ∀𝑢 ∈ 𝑈
Projektion pr⟂

𝑈(𝑓) ≔ 𝑓0.
Theorem 4.16 𝐻  HR 𝑈 ⊂ 𝐻
abgeschlossener lin. UR (⇒konvex).
Dann gilt 𝐻 = 𝑈 ⊕ 𝑈⟂.
Theorem 4.17 Die Projektion ist selb-
stadjungiert und (pr⟂

𝑈)2 = pr⟂
𝑈 .

Theorem 4.19 𝑏1, …, 𝑏𝑛 ∈ 𝐻  mit
⟨𝑏𝑖, 𝑏𝑗⟩ = 0, dann: ‖∑𝑛

𝑖=1 𝑏𝑖‖
2

=
∑𝑛

𝑖=1 ‖𝑏𝑖‖
2

Theorem 4.20 𝑏 ONF in 𝐻 , 𝑥 Folge in
𝐻 , dann: ∑∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝑏𝑛 existiert in 𝐻
⇔ ∑∞

𝑛=1 𝑥2
𝑛 existiert in 𝕂

Theorem 4.21 (Bessel) 𝑏 ONF in 𝐻 ,
dann ∀𝑓 ∈ 𝐻 : ∑∞

𝑛=1 ⟨𝑓, 𝑏𝑛⟩2 ≤ ‖𝑓‖2

Hilbert-Basis:
𝑏 ONF Hilbert-Basis :⇔ 𝑏(ℕ)⟂ = {0}
Theorem 4.24 TFAE:
1. 𝑏 Hilbertbasis von 𝐻
2. cl(span(𝑏(ℕ))) = 𝐻
3. ∀𝑓 ∈ 𝐻 : 𝑓 = ∑∞

𝑛=1⟨𝑓, 𝑏𝑛⟩𝑏𝑛
4. ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻 :

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∑∞
𝑛=1⟨𝑓, 𝑏𝑛⟩⟨𝑔, 𝑏𝑛⟩

5. ∀𝑓 ∈ 𝐻 : ∑∞
𝑛=1 ⟨𝑓, 𝑏𝑛⟩2 = ‖𝑓‖2



Theorem 4.27 𝐻 = 𝐿2([−𝜋, 𝜋]), 𝑢𝑛
aus 4.10 sind Hilbertbasis.
Beschränkte Variation:
𝑓 : 𝐼 → ℝ von beschränkter Vari-
ation :⇔ ∃𝑀 > 0 : ∀ Zerlegung
𝑥1, …, 𝑥𝑛 von 𝐼 : ∑𝑛

𝑖=1‖𝑓(𝑥𝑖) −
𝑓(𝑥𝑖−1)‖ ≤ 𝑀 .
Theorem 4.28 𝑓 : [−𝜋, 𝜋] → ℝ v. bes.
Var., periodisch mit in 𝑥 ∈ ℝ stetiger
per. Fortsetzung, dann konv. die Fouri-
erreihe punktw. in 𝑥 gegen 𝑓 .
Theorem 4.29 𝑓 : [−𝜋, 𝜋] → ℝ stetig
und stückw. 𝒞1, dann konv. die Fourier-
reihe gleichm. gegen 𝑓 .

Komplexe Hilberträume
𝑈  ℂ-VR. Hermitesches SP auf 𝑈  ist
sesquilineare Form, hermitesch, nicht
entartet. Falls vollständig, 𝑈  ℂ-HR.
4.16, 4.21, 4.24, Parseval: ⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∑∞

𝑛=1⟨𝑓, 𝑏𝑛⟩⟨𝑔, 𝑏𝑛⟩

Banachräume
Theorem 4.41 𝑈  𝕂-VR. TFAE:
1. dim 𝑈 < ∞
2. 𝑓 ∈ 𝐿(𝑈, 𝑈) injektiv ⇒ 𝑓  surjektiv
3. 𝑓 ∈ 𝐿(𝑈, 𝑈) surjektiv ⇒ 𝑓  injektiv
4. 𝑉 ⊆ 𝑈  LUR, 𝑉 ≃ 𝑈 ⇒ 𝑉 = 𝑈

Theorem 4.42 𝑈  𝕂-VR. TFAE:
1. dim 𝑈 < ∞
2. Alle Normen auf 𝑈  sind äquivalent
3. 𝑢 ∈ 𝑈ℕ beschränkt ⇒ 𝑢 hat KTF
4. ∀𝑉 ⊆ 𝑈  LUR: 𝑉  abgeschlossen
5. ∀𝑙 ∈ 𝐿(𝑈, 𝕂) : 𝑙 stetig

𝐿𝑝-Räume:
𝐼 ⊂ ℝ Intervall, 𝑝 ∈ [1, ∞). ℒ𝑝(𝐼)

≔ {𝑓 : 𝐼 → ℝ| ∫
𝐼
|𝑓(𝑥)|𝑝 d𝑥 < ∞}

‖⋅‖𝑝≔ (∫
𝐼
| ⋅ |𝑝)

1
𝑝 . (Pseudonorm)

𝒩(𝐼) ≔ {𝑓 ∈ ℒ𝑝(𝐼) : 𝜇(supp 𝑓) = 0}
𝐿𝑝(𝐼) ≔ ℒ𝑝(𝐼)/𝒩(𝐼) (Menge von
Äquivalenzklassen) mit Norm ‖⋅‖𝑝
Theorem 4.58 𝑝 ∈ [1, ∞) ⇒ 𝐿𝑝(𝐼) BR.
Theorem 4.59 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ hölderkonj, d.h.
1
𝑝 + 1

𝑞 = 1. 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐼), 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝐼). Dann
𝑓𝑔 ∈ 𝐿1(𝐼) und ‖𝑓𝑔‖1 ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞 .

Beschränkte lineare Transformatio-
nen
Operatornorm 𝑉 , 𝑊  normierte
Räume, 𝐴 : 𝑉 → 𝑊  linear.

‖𝐴‖ ≔ sup
𝑓∈𝑉 \{0}

‖𝐴𝑓‖
‖𝑓‖

= sup
𝑔∈𝑉 ,‖𝑔‖=1

‖𝐴𝑔‖

𝐴 beschränkt ⇔ ‖𝐴‖ < ∞.
Projektionen haben Norm 0 oder 1.
Theorem 4.67 𝑉 , 𝑊  normierte Räume,
𝐴 : 𝑉 → 𝑊  linear, dann:
𝐴 stetig ⇔ 𝐴 beschränkt
CL(𝑉 , 𝑊) ≔ {𝐴 ∈ 𝐿(𝑉 , 𝑊) :
𝐴 stetig}
Theorem 4.71 𝑉 , 𝑊  normierte Räume,
𝑉  endlichdim. Dann 𝑉  BR und ∀𝐴 ∈
𝐿(𝑉 , 𝑊) : 𝐴 stetig.
Dualraum: 𝐵 𝕂-BR. 𝐵∗ ≔ CL(𝐵, 𝕂)
Theorem 4.75 (Riesz-Fréchet)
𝐻  𝕂-HR, 𝐴 ∈ 𝐻∗. Dann ∃!𝑔 ∈ 𝐻 :
𝐴𝑓 = ⟨𝑔, 𝑓⟩ ∀𝑓 ∈ 𝐻  und ‖𝐴‖ = ‖𝑔‖.
HR sind selbstdual. Es gilt (𝐿𝑝)∗ ≃ 𝐿𝑝∗

und (𝐿𝑝)∗ ≃ 𝐿𝑝 ⇔ 𝑝 = 2.

Lineare Operatoren
𝐻  HR, {0} ≠ 𝐷 ⊂ 𝐻 , 𝑇 : 𝐷 → 𝐻  lin-
ear heißt linearer Operator.
Integralkern: 𝐻 = 𝐿2(𝐼), 𝐷 = 𝒞0(𝐼),
𝐾 ∈ 𝒞0(𝐼2, ℂ). 𝑇  def. ∀𝑓 ∈ 𝐷 durch
(𝑇 𝑓)(𝑥) ≔ ∫

𝐼
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) d𝑦 ∀𝑥 ∈

𝐼
ist stetig. ‖𝑇 ‖ ≤ sup𝑥∈𝐼2 𝐾(𝑥)𝜇(𝐼).

Theorem 4.83 𝐻  HR, 𝐷 ⊂ 𝐻  dicht,
𝑇 ∈ CL(𝐷, 𝐻). Dann gilt #{𝑇 ∈
CL(𝐻, 𝐻) : 𝑇 |𝐷 = 𝑇} = 1. Außerdem
‖𝑇 ‖ = ‖𝑇‖.
Adjungierte: 𝐻  HR, 𝑇 : 𝐻 → 𝐻  lin-
ear. 𝑇 ∗ : 𝐻 → 𝐻  Adjungierte zu 𝑇
:⇔ ⟨𝑇𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑇 ∗𝑔⟩ ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻 .
Es gilt (𝑇 ∗)∗ = 𝑇 .
Selbstadjungiert: 𝐻  HR, 𝐷 ⊂ 𝐻  dicht,
𝑇 : 𝐷 → 𝐻  linear. 𝑇  hermitesch :⇔
⟨𝑇𝑓, 𝑔⟩ = ⟨𝑓, 𝑇 𝑔⟩ ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻 . Falls
𝐷 = 𝐻 , 𝑇  selbstdajungiert.
Theorem 4.84 𝐻  HR, 𝑇 ∈ CL(𝐻, 𝐻),
dann ∃ Adjungierte 𝑇 ∗ ∈ CL(𝐻, 𝐻)
mit ‖𝑇 ‖ = ‖𝑇 ∗‖.
Fourier-Transformation:
𝑇 : 𝐿1(ℝ) → 𝐿2(ℝ), def. ∀𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ):
(𝑇 𝑓)(𝑦) ≔ 1√

2𝜋
∫

ℝ
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝑦 d𝑥 ∀𝑦 ∈

ℝ
𝑇  ist Isometrie (Plancherel) und unitär.
(𝑇 ∗𝑔)(𝑥) ≔ 1√

2𝜋
∫

ℝ
𝑒𝑖𝑥𝑦𝑔(𝑦) d𝑦 ∀𝑥 ∈

ℝ
𝑇 ∗𝑔 = 𝑇𝑔.
Theorem 4.90 (Toeplitz) 𝐻  HR, 𝑇 ∈
CL(𝐻, 𝐻). TFAE:
1. ∃𝑇 −1 ∈ CL(𝐻, 𝐻) : 𝑇𝑇 −1 = id𝐻
2. ∃𝑑 > 0 : ∀𝑥 ∈ 𝐻 : ‖𝑇𝑥‖ ≥ 𝑑‖𝑥‖

und ker 𝑇 ∗ = {0}.

Unitäre Operatoren
𝑈 : 𝐻 → 𝐻  linear. 𝑈  unitär ⇔ 𝑈
isometrisch und surjektiv.
Theorem 4.93 𝑈 ∈ CL(𝐻, 𝐻). 𝑈
unitär ⇔ 𝑈𝑈∗ = 𝑈∗𝑈 = id𝐻 .

Schwache Konvergenz
𝐵 ℂ-BR. 𝑢 : ℕ → 𝐵 schwach-konver-
gent :⇔ 𝑓⚬ 𝑢 konvergent ∀𝑓 ∈ 𝐵∗.
⇔ 𝑓⚬ 𝑢 →

𝑛∞
𝑓(𝑢∞)∀𝑓 ∈ 𝐵∗ ⇔

⟨𝑣, 𝑢𝑛⟩ →
𝑛∞

⟨𝑣, 𝑢∞⟩∀𝑣 ∈ 𝐵 (für HR)

Schwacher Abschluss: 𝐻  HR, 𝑢 ∈
𝐻ℕ, 𝑢(ℕ) ⊂ 𝐵(0, 𝑟) schwach konv.
gegen 𝑢∞ in 𝐻 . Dann 𝑢∞ ∈ 𝐵(0, 𝑟).
Theorem 4.98 𝐻  HR, 𝑢 ∈ 𝐻ℕ

beschränkt. Dann hat 𝑢 schwache KTF.

Kompakte Operatoren
𝑉 , 𝑊  BR, 𝑇 ∈ CL(𝑉 , 𝑊) kompakt
:⇔ ∀𝑢 ∈ 𝑉 ℕ bes.: (𝑇 ⚬ 𝑢) hat KTF
⇔ ∀𝑈 ⊂ 𝑉  bes.: cl(𝑇 (𝑈)) kpt
𝐾(𝐵) ≔ {𝑇 ∈ CL(𝐵, 𝐵) : 𝑇 kpt}
Theorem 4.112 𝐵 BR,
𝑇 ∈ 𝐾(𝐵) ⇒ cl(𝑇 (𝐵(0, 1))) kpt.
id𝐵 ist im Allgemeinen nicht kompakt.
Operatoren mit stetigem Integralkern
sind kompakt.
Lemma 4.115 𝐻  HR, 𝑇 ∈ 𝐾(𝐻),
𝐸𝜆 ≔ ker(𝑇 − 𝜆 id) (ER zu EW 𝜆 ≠ 0)
Dann ist dim 𝐸𝜆 < ∞.
Theorem 4.117 𝐻  ℂ-HR, 𝑇 ∈
𝐾(𝐻), 𝜀 > 0. Dann #{𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝑇 ) :
|𝜆| > 𝜀} < ∞.

Uniform Boundedness
Theorem U1 (Baire) 𝑋 ≠ ∅ vollst.
metr. Raum, 𝑋 = ∪𝑘∈ℕ 𝐴𝑘, 𝐴𝑘 abg. in
𝑋 ∀𝑘 ∈ ℕ. Dann ∃𝑘 ∈ ℕ : int 𝐴𝑘 ≠
∅.
Theorem U2 (Uniform Bounded-
ness Principle) 𝑋 ≠ ∅ vollst. metr.
Raum, 𝑌  normierter Raum. Sei
ℱ ⊂ 𝒞0(𝑋, 𝑌 ) mit sup{‖𝑓(𝑥)‖𝑌 : 𝑓 ∈
ℱ} < ∞ ∀𝑥 ∈ 𝑋. Dann ∃𝑥0 ∈ 𝑋 :
∃𝜀0 > 0 : sup{‖𝑓|𝐵(𝑥0,𝜀0)‖∞

: 𝑓 ∈
ℱ} < ∞.
Theorem U3 (Banach-Steinhaus) 𝑋
BR, 𝑌  norm. Raum. Sei 𝒯 ⊂ CL(𝑋, 𝑌 )
mit sup𝑇∈𝒯 ‖𝑇𝑥‖𝑌 < ∞ ∀𝑥 ∈ 𝑋. Dann
𝒯 beschränkt, d.h. sup{‖𝑇 ‖CL(𝑋,𝑌 ) :

𝑇 ∈ 𝒯} < ∞.
Notation Dualraum:
𝑋 normierter Raum, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥∗ ∈ 𝑋∗.
⟨𝑥, 𝑥∗⟩𝑋 ≔ 𝑥∗(𝑥).
Für 𝑋 HR: 𝑅𝑋 : 𝑋 → 𝑋∗, 𝑥 ↦ ⟨⋅, 𝑥⟩.
⟨𝑥, 𝑦⟩𝑋 = ⟨𝑥, 𝑅𝑋(𝑦)⟩𝑋 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
⟨𝑥, 𝑥∗⟩𝑋 = ⟨𝑥, 𝑅−1

𝑋 (𝑥∗)⟩∀𝑥, 𝑥∗ ∈
𝑋, 𝑋∗

Theorem U5 𝑋 BR, 𝑌  norm. Raum.
𝒯 ⊂ CL(𝑋, 𝑌 ) mit ∀𝑥 ∈ 𝑋 : ∀𝑦 ∈ 𝑌 ∗:
sup{|⟨𝑇𝑥, 𝑦′⟩𝑌 | : 𝑇 ∈ 𝒯} < ∞
Dann ist 𝒯 beschränkt in CL(𝑋, 𝑌 ).
Offene Abbildungen:
𝑋, 𝑌  top. Räume, 𝑓 : 𝑋 → 𝑌  offen :⇔
𝑓(𝑈) offen ∀𝑈 ⊂ 𝑋 offen
Theorem U7 (Open Mapping Thm)
𝑋, 𝑌  BR, 𝑇 ∈ CL(𝑋, 𝑌 ). Dann:
𝑇  surjektiv ⇔ 𝑇  offen.
Theorem U8 (Inverse Mapping Thm)
𝑋, 𝑌  BR, 𝑇 ∈ CL(𝑋, 𝑌 ). Dann:
𝑇  bijektiv ⇔ 𝑇 −1 stetig.
Theorem U9 (Closed Graph Thm)
𝑋, 𝑌  BR, 𝑇 : 𝑋 → 𝑌  linear. Dann:
{(𝑥, 𝑇𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋} abg. ⇔ 𝑇  stetig.
Stetigkeit bei Adjungierter: Falls eine
Adjungierte existiert, sind der Opera-
tor und die Adjungierte stetig. Selbstad-
jungierte Operatoren sind immer stetig.

Hahn-Banach
Theorem H1 (Hahn-Banach) 𝑋 ℝ-VR
mit
1. 𝑝 : 𝑋 → ℝ sublinear, d.h. homogen,

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑝(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦)
2. 𝑌 ⊂ 𝑋 LUR, 𝑓 : 𝑌 → ℝ linear
3. 𝑓(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑌

Dann ∃𝐹 : 𝑋 → ℝ linear mit 𝐹|𝑌 = 𝑓
und 𝐹(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝑋
Zorn’s Lemma (𝑁, ≤) ≠ ∅ partiell
geordnete Menge mit ∀𝑌 ⊂ 𝑁 : ∃𝑛 ∈
𝑁 : ∀𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑛 ≥ 𝑦
Dann ∃𝑛∗ ∈ 𝑁 : ∀𝑛 ∈ 𝑁 : 𝑛∗ ≥ 𝑛.
Theorem H2 (HB für CL(𝑋, 𝕂)) 𝑋
norm. 𝕂-VR, 𝑌 ⊂ 𝑋 LUR. Dann ∀𝑦∗ ∈
𝑌 ∗ : ∃𝑥∗ ∈ 𝑋∗ : 𝑥∗|𝑌 = 𝑦∗ und ‖𝑥∗‖ =
‖𝑦∗‖.
Theorem H3 𝑋 norm. Raum, 𝑌 ⊂ 𝑋
abg. LUR, 𝑥0 ∈ 𝑋 \ 𝑌 . Dann ∃𝑥∗ ∈ 𝑋∗:
𝑥∗(𝑌 ) = {0}, ‖𝑥∗‖𝑋∗ = 1,
𝑥∗(𝑥0) = 𝑑(𝑥0, 𝑌 ) ≔ inf{‖𝑥0 − 𝑦‖ :
𝑦 ∈ 𝑌 }
Theorem H4 𝑋 norm. Raum, 𝑥0 ∈ 𝑋.
Dann:
1. Für 𝑥0 ≠ 0 : ∃𝑥∗

0 ∈ 𝑋∗ : ‖𝑥∗
0‖𝑋∗ = 1

und 𝑥∗
0(𝑥0) = ‖𝑥0‖𝑋

2. 𝑥∗(𝑥0) = 0 ∀𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ⇒ 𝑥0 = 0
3. [ev𝑥0

: 𝑥∗ ↦ 𝑥∗(𝑥0)] ∈ 𝑋∗∗ mit
‖ev𝑥0

‖
𝑋∗∗

= ‖𝑥0‖𝑋

Spektrum von Operatoren
Theorem 4.100 𝐵 BR, 𝑇 ∈ CL(𝐵, 𝐵)
bijektiv. Dann ist 𝑇 −1 ∈ CL(𝐵, 𝐵).
Lemma 4.102 𝐵 BR, 𝑇 ∈ CL(𝐵, 𝐵)
mit ‖𝑇 ‖ < 1. Dann id −𝑇  beschränkt in-
vertierbar und ‖(id −𝑇)−1‖ ≤ 1

1−‖𝑇‖ .
Theorem 4.103 𝐵 BR, 𝑆 ∈ CL(𝐵, 𝐵)
beschränkt invertierbar. Sei ‖𝑆 − 𝑇‖ <

1
‖𝑆−1‖ . Dann auch 𝑇  beschränkt in-
vertierbar.
Spektrum: 𝐵 BR, 𝑇 ∈ CL(𝐵, 𝐵).
1. 𝜎(𝑇 ) ≔ {𝜆 ∈ ℂ : 𝑇 −

𝜆 id  nicht bij.}
2. 𝜎𝑝(𝑇 ) ≔ {𝜆 ∈ ℂ : 𝑇 −

𝜆 id  nicht inj.}
3. 𝜎𝑐(𝑇 ) ≔

{𝜆 ∈ 𝜎(𝑇 ) \ 𝜎𝑝(𝑇 ) :
(𝑇 − 𝜆 id)(𝐵) = 𝐵}

4. 𝜎𝑟(𝑇 ) ≔ 𝜎(𝑇 ) \ 𝜎𝑝(𝑇 ) \ 𝜎𝑐(𝑇 )

Es gilt:
𝜎(𝑇 ) = 𝜎𝑝(𝑇 ) ⊔ 𝜎𝑐(𝑇 ) ⊔ 𝜎𝑟(𝑇 ).
𝜎𝑝(𝑇 ) = {𝜆 ∈ ℂ : ∃𝑥 ∈ 𝐵 : 𝑇𝑥 = 𝜆𝑥}
Theorem 4.106 𝐵 BR, 𝑇 ∈ CL(𝐵, 𝐵).
Dann 𝜎(𝑇 ) kpt in ℂ, 𝜎(𝑇 ) ⊂
cl(𝐵(0, ‖𝑇 ‖)).
Theorem 4.110 𝐵 BR endlichdim., 𝑇 ∈
CL(𝐵, 𝐵). Dann 𝜎(𝑇 ) = 𝜎𝑝(𝑇 ).

Selbstadjungierte kompakte Opera-
toren
Lemma 4.121 𝐻  HR, 𝑇 ∈ CL(𝐻, 𝐻)
selbstadjungiert. Dann ist

‖𝑇 ‖ = sup
𝑥∈𝐻,‖𝑥‖=1

|⟨𝑇𝑥, 𝑥⟩|

Theorem 4.122 𝐻  HR, 𝑇 ∈ CL(𝐻, 𝐻)
selbstadjungiert, 𝑐 > 0 mit |⟨𝑇𝑥, 𝑥⟩| ≤
𝑐‖𝑥‖2. Dann ‖𝑇 ‖ ≤ 𝑐.
Theorem 4.123 𝐻  HR, 𝑇 ∈ 𝐾(𝐻) selb-
stadjungiert. Dann ‖𝑇 ‖ ∈ 𝜎𝑝(𝑇 ) oder
−‖𝑇 ‖ ∈ 𝜎𝑝(𝑇 ).
Theorem 4.124 (Spektralsatz) 𝐻
HR, 𝑇 ∈ 𝐾(𝐻) \ {0} selbstadjungiert.
Dann gilt
1. Entweder 𝑇  hat endlich viele EW:

‖𝑇 ‖ = |𝜆1| ≥ |𝜆2| ≥ … ≥
‖𝜆𝑁‖, 𝑁 ∈ ℕ

2. Oder 𝑇  hat abzählbar unendlich viele
EW 𝜆𝑛 ≠ 0. Dann lim𝑛→∞ 𝜆𝑛 = 0.

∃ EV-ONS (𝑢1, …, 𝑢𝑛) oder (𝑢𝑛)𝑛 mit
∀𝑥 ∈ 𝐻 :
𝑥 = ∑𝑁

𝑛=1⟨𝑥, 𝑢𝑛⟩𝑢𝑛 + 𝑥0 bzw. 𝑥 =
∑∞

𝑛=1⟨𝑥, 𝑢𝑛⟩𝑢𝑛 + 𝑥0
wobei 𝑥0 ∈ ker 𝑇 = span(𝑢1, …)⟂

und
𝑇𝑥 = ∑𝑁

𝑛=1 𝜆𝑛⟨𝑥, 𝑢𝑛⟩𝑢𝑛 bzw. 𝑇𝑥 =
∑∞

𝑛=1 𝜆𝑛⟨𝑥, 𝑢𝑛⟩𝑢𝑛.
Ist ker 𝑇 = {0}, sind die 𝑢𝑖 Hilbertbasis.
Korollar 4.125 𝐻  HR, 𝑇 ∈ CL(𝐻, 𝐻)
selbstadjungiert, dann 𝜎(𝑡) ⊂ ℝ.
Korollar 4.126 𝐻  HR, 𝑇 ∈ CL(𝐻, 𝐻)
selbstadjungiert und kpt, 0 ∉ 𝜎𝑝(𝑇 ) und
#𝜎𝑝(𝑇 ) = ∞. Dann ist 0 ∈ 𝜎𝑐(𝑇 ).

Spektraler Radius
𝑋 BR, 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑋), spektraler Ra-
dius 𝑟(𝐴) ≔ sup{|𝜆| : 𝜆 ∈ 𝜎(𝐴)}. Es
gilt 𝑟(𝐴) ≤ ‖𝐴‖, 𝑟(𝜆𝐴) = |𝜆| ⋅ 𝑟(𝐴).
Theorem S2 𝑋 BR, 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑋), 𝑃 ∈
Pol(ℂ). Dann 𝑃(𝜎(𝐴)) = 𝜎(𝑃(𝐴)).
Theorem S3 𝑋 BR, 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑋).
Dann ‖𝐴𝑛‖

1
𝑛 →

𝑛→∞
𝑟(𝐴).

Integralgleichungen
𝐾 : [𝑎, 𝑏]2 → ℂ stetig, 𝐻 = 𝐿2([𝑎, 𝑏]),
𝑇 ∈ 𝐾(𝐻) definiert ∀𝑓 ∈ 𝐻  durch
(𝑇 𝑓)(𝑥) ≔ ∫𝑏

𝑎
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) d𝑦 ∀𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏].
Lemma 5.1 𝐾(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ∀(𝑠, 𝑡)∈ [𝑎, 𝑏]2

Dann ist 𝑇  selbstadjungiert.
Theorem 5.2 𝑔 ∈ 𝐻 , 𝐾(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ
∀(𝑠, 𝑡)∈ [𝑎, 𝑏]2, 𝜆 ∈ ℂ \ {0}, dann:
𝑓(𝑠) = 𝜆 ∫𝑏

𝑎
𝐾(𝑠, 𝑡)𝑓(𝑡) d𝑡 + 𝑔(𝑠) (⋆)

1. Wenn 1
𝜆  kein EW von 𝑇  ist, dann hat

(⋆) genau eine Lösung ∀𝑔 ∈ 𝐻 .
2. Wenn 1

𝜆  ein EW von 𝑇  ist, dann (⋆)
lösbar ⇔ 𝑔 ∈ 𝐸⟂

1
𝜆

. (Dann #LR = ∞)

Korollar 5.3 (Fredholm) 𝑔 ∈ 𝐻 ,
𝐾(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ ∀(𝑠, 𝑡)∈ [𝑎, 𝑏]2, 𝜆 ∈ ℂ \
{0}, dann:
1. Entweder besitzt

𝑓 − 𝜆 ∫𝑏
𝑎

𝐾(⋅, 𝑡)𝑓(𝑡) d𝑡 = 𝑔 eine ein-
deutige Lösung ∀𝑔 ∈ 𝐻

2. Oder die homogene Gleichung 𝑓 −
𝜆 ∫𝑏

𝑎
𝐾(⋅, 𝑡)𝑓(𝑡) d𝑡 = 0 besitzt eine

nichttriviale Lösung.
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