Systeme gewohnlicher DGLs
ICR, f:IxU— R" ODE:

w(m) (t) =
Ftu), ' (), ..., um D (t)) mit AWP
u(ty) = ug.

Theorem 1.2.1 f LLZ in zweiter Kom-
ponente, dann u eindeutig in I’ =
(ty — 07, ty + 61) (Explosionskrit.), falls
f global Lipschitz: I’ = 1.
Baby-Grénwall a € R, b,D € (0, 00),
u € 6’0 [to,to + D|,R) mitu(t) < a+
bf ) ds, dann:

(t) <a-eth)Vt € [t t, + D)
Theorem 1.2.2 f Lipschitz in zw.
Komp., dann V¢ > 0:

Huto,un — Uy || < e“”“o — g

auflerdem ug — u, , stetigin H~pr

Losungstechniken

Separation der Variablen:

g,h integierbar mit G’ =g, H’
% und u’ = g(t)h(u), dann: u(t) =
HY(G(t) — Glty) + Huy))

Exakte und Exaktisierbare Gl’en:
P,Q:IxI' >R stetig und
P(z,y) dz + Q(z,y) dy =0 (x).

() exakt < d, := % — % =0
Exaktisierung:

Suche p(z,y), sodass p - (
%[éd*] =0=p/(z) =12q,
9,[5d,] =0= ' (y) =424,
Bestimmung eines Potentlals
o(z,y) = ¢(x0,Yo)

+ [, P& y0) & + [ Q(wo,§) 47
Lése p(z,y) = C' € R nach y auf.
Variation der Konstanten m = 1:
g,h € C°(I,R™), G’ = g, affine DGL:
Y =gy +h(z), y(ze) = yo-
Dann y,,(z) = G [T h(F)e ¢@ dz.
Wronski-Determinante:

exakt.

\~a\~

(uy(t), ..., u,, (t)) Tupel von Funktionen.
W, (t) = det(d%u; ) 1

Variation der Konstanten m > 1:
Y ta, gt ey = (%)
FS der hom. GlL: (yy, ..., y,, ). Dann:

() = 0, (1))
7 R 1 s) as

Affine ODS mit konst. Koeffizienten
Theorem 1.4.1 P — P(D) ist inj. Ring-
hom. zw. Pol(C) und Lin. Abb. auf €*°
Theorem 1.4.2 Sei P bel. Polynom:
P=II,_, (¢ =) .P(D)u=0 hat
FS {cpjm|] e N, meN, _1} mit
Pjm =T meAT,

Theorem 1.4.4 Sei A € R™" diag.:
P'AP = D.y' = Ayhat FS PeP?.

Jordan: A €R™™ nicht diag.
ALy Ay 1<m<n EW zZu
A,€R Vjil,p
A. Aufteilen: )
Im()\])>0 Vjp+1,....p+q

wobei p + 2¢ = m.;, o; VF der A;. Jor-
vé-k 1jeN ke N;],l €
Nljk} Wobei Dbk =a; Es gilt
A, ch (echter EV) und Ajk =
Aol + v§k1 V2,0 (falls Ly > 1)
Theorem 1.4.5 EV und VEV zu reellen
EW reell, dann FS zu ¢y’ = Ay:

dan-Basis:

=1
Az lr
e E rl Uik
r=0
jEN;keN;

-1 r =1 r
x T
A 1— 1—
R| eN” E T,Ujkr ,J E 1Yk "
r=0 " r=0
a

b
leN;
ik

JAEN],

j=p+NpkeN;

wobei

M 3 eos(a(0) )R (o)
=0 °

3

— sin(ﬁ()\j)w)j(”;?)]

=" 2"

b= R —[cos(ﬁ(/\j)a:)ﬁ(vﬁr)

—sin(I(A;)z)R (vig"

Koordinatentransformationen
Theorem 1.5.1 J C R, X C R" offen,
fe€(Jx X,R")LLZ.Y CR", ¢ €
CY(J xY,X) Dy¢pe GL(n,R). Sei
I CJ Intervall, y:I —Y Lsg. von
Y (t) = (Da(t,y(1)) !

[f(t ot y(t) — 1¢(t y(t))]
& ft,(ty(1) = £t y(t).
Dann: z(t) = qﬁ(t,y(t)) lost o' (t) =
f(t,2(t)).

f homogen vom Grad null:

£:(0,00)% = R, f(A, \z) = f(t, ).
¢(t,y) = ty, dann transformiert sich
a'(t) = f(t,2(t), z(ty) = zo 2u
'( ) = 1 (f(t,y(1) —y(t), y(to) =

t

fDSO(Q)-invariant bzw. “f = f(r)”:

f(z) = g(r*(z))x + h(r(z))iz Vz €

RZ

Polarkoordinaten: ¢(r, ) = (:Z)ZZ)
@’ (t)

= flz(t) &

Dann
r(t)=
{9’( t)=
Asymptotik und Stabilitat
fE€CHD CR™ R"),y: [zg,00] —
R™ 16st o' (z) = f(z,y), y(zo) = 5.
y heiBt auf [z, c0)
stabil :< Ve > 0:36 > 0:
Vzg € R™ 1 lyg — 2l < &
= [pap®) —v@)] <& Va2
Zo
attraktiv:< 36 > 0: Vz; € R™:
lyo — 2ol < 6 = 3y, ., auf I und
|9(@) =y, -, @] = 0.
asymptotisch stabil :< stabil & attr.
exponentiell stabil :< 36, L,w > 0:
Vzg € R™: ||Z/o =zl < 6=y, .,
auf  und Hy yzo,z0 H
< Llyo — zolle™
Exp. stabil = asympt. stabil. Fur n =
1 attraktiv = stabil. Bei linearen Syste-
men Stabilitit unabhangig von y.

g(r2(t))r(t)
h(r2(t))

(z— mo)

Autonome ODE-Systeme
D C R" offen, f: D — R", y' = f(y).
Konstante Losungen heiflen stationdr.
Lineare Autonome: A € R"*"
spec A:={AeC:FveR": Av=
Av}.
3 X halbeinfach :< GV(\) = AV(X).
Theorem 2.8y : I — R™, ¢y = Ay (x).
1. (x) stabil < PR(spec A) <0 und
MR(A) = 0 = X halbeinfach.
2. (%) asy. s.<exp. s.< R(spec A) <
0 Mit s:= max{9(spec A)} gilt:
”eAzyOH < Mw”yollewmvw € (57 0)
Falls VA € spec A : R(A) =s =\
halbeinfach, dann: M > 0 :
HEAIZ/OH < Mlyple®
Nichtlineare Autonome:
Theorem 2.11 f € CL, y, € fH{0}).
Tilvd=(52) W)
Yi/ =1
L VA € spec(Jsly,]) : R(A) <0 =
y, exp. stabil.

2. 3X € spec(J;y,]) :
instabil.

R(N) > 0=y,

)l

JIsnyroB-Funktionen:

Sei f LLZ. Dann heifit E € €(D,R")
erstes Integral von vy’ = f(y) &
(VE(y), f(y)) =0 VyeD.

y, €U CD Ve CY(U,R")
heif3t (starke) Ljapunow-Funktion an y,
< (VV(y), f(y)) <0 VyeU.

(= (VV(y), f(y)) <0 VyeU\
{vsh)

Theorem 2.26 f LLZ, y, € f~1({0}),
V (starke) LF von y’ = f(y) an y,.
Falls V(y,) < V(y) Vye U, dann ist
y, (asymptotisch) stabil.

offen,

Rand- & Eigenwertprobleme
ODE zweiter Ord.: ag, a;, f € C°([a, b])
u”(z) + aq (z)u'(z) + ap(z)u(z) =
f(@)

Robin-Randbedingungen:

Ryu=agu(a)+a;u’(a)=n,
{R2U=:ﬁ0“(b)+51“/(b):”2 o Mo % Bl €R

und (o, o) # 0 # (8o, By),
Dirichlet-RB (a1, 8,) = 0, Neumann-RB
(g, By) = 0.

Periodische Randbedingungen:

u(a) = u(b), u'(a)=u'(b)

Theorem 3.2 Lu := u” + alu' + agyu,
—c(“ >)+D< ),C,De
RZXZ

1. VneR? feC%a,b]) : e
€*([a,b]) : Lu = f, Ru = n ODER

2. Jue Cl(a,b)) \ {0} : Lu=0=
Ru.

Theorem 3.6 (u,,uy) FS von Lu =0,
Riu; Rju v
det( ) £ 0, Dann st (U:) =

R Rzuh Roug

12 —f U Uy . . _

(R2u2 7R2u1) (uz) ein FS mit R,v; =

0 = Ryv,.

Greensche Funktion:

G : [0,1]* = R Greensche Fkt. fiir RWP

{L-=f:fec®(0,1D}R-=n:

L. G stetig auf [0,1]%, auf D* jeweils
zweimal stetig partiell nach « diff’bar.

2. (0,G) (z,2) — (8,G) (z,z) =1

3. VY(z,5)€ [0,1)% : LG(-,s) =0 falls
T#s

4. R,G(-,s) = R,G(-,5) =0Vs €
(0,1).

Theorem 3.8 G Greensche Funktion zu
RWP, dann V' € €°([0,1]) :
Yz fol G(z,s)f(s)ds Vz €
[0,1]ist eindeutige RWP-Lsg., G auch
eind.
Die Greensche Funktion eines Diffops P
ist der Integralkern von P~1.
valw)vy(s)
Fir Th. 3.6: G(z, s) = m‘:;\) o
Wi(s)
Sturm-Liouville-Operatoren
p,q € C([a,b],R), p>0. Sturm-Li-
ouville-Operator zu p,q: L, =q+

p’'D+pD? = L. Es gilt Ly=qy+
(py’)'
@0 )i={ueC'(I):u(a) =0=
(b)} Lemma 3.13 YV f, g € C?([a, b]):
f(Lg) —g(Lf) = (pW;,)
{f.Lg) —(Lf.g) = (0Wy )L

1.
2

3. f,g € CY([a,b]) = L =L*
4. peC(ab)=L=L"

Theorem 3.14 Homogenes L-RWP nur
trivial 16sbar, dann 3! Greensche Fkt. G
zu Lu = - mit G(z, s) = G(s,x).
Dirichlet-Eigenwertprobleme:

A € R Dirichlet-EW (DEW) zu L

= Ju € C3([a,b]) \ {0} : Lu+ Au =
0.

u heif3t Dirichlet-Eigenfunktion (DEF).
opie(L) ={A€R: A DEW zu L}

Hom. RWP nichttriv. 16sbar < 0 DEW .
Theorem 3.17 P s.adj., A\; # A, DEW
mit DEF w;,u,. Dann (u,uy) =0.
Theorem 3.18 0 nicht DEW von L, G
Greensche Fkt. zu L. Dann Lu + Au =
0
< f; G(z,s)u(s)ds = —fu(z)

Theorem 3.19 ¢ < 0 = oy, (L) C R
Theorem 3.20 A € oy, (L). Eigentkt. zu
A bilden endlichdim. TR von €J([a, b]).
Ordne op;, (L) in Folge in R, dann

A, — o0.
nnﬁoo

Stone-Weierstraf3-Resultate
Ke {R,(C}, (@0([0'7“7]1()’ "“OO) BR
Lemma 3.5 (Weierstraf3)
cl(Pol([a, b],K)) = €°([a, b],K)
Trigonometrische Polynome:
TPol¢(R) = span{e’* : k € Z}
TPolg(R) = TPol(R) N (R, R)

= span{sin(k -),cos(k ) : k € N}
Theorem 3.31
cl(TPolg (R)) =
Theorem 3.22
TPolg (R) C L3(R). TPolg ([0, 27]) ist
Hilbertbasis von L2 ([0, 27]).

6277 p(R1 K)

Funktionalanalysis

Hilbertriume und Fourierreihen
Theorem 4.9 Vn, k € N:

(cos(n -),sin(k-)) =0
(cos(n -),cos(k +)) = (sin(n -),sin(k -
))
={° 7:1,%11
Theorem imio u; : [—m, ] > R,

ug(@) = i’ Upp g (T) =

% cos(nz)

Uy, (T) = ﬁ sin(nz) sind ONS.

Fourierkoeff.: f € C%([—m, 7, R),
=1 [T f(x)cos(nz) dx
= ifiw f(z)sin(nz) dz

Hilbert—, Banach-, Fréchetriume:

1. H K-VR mit Sesquilinearform (-, -),
vollstandig bezziiglich ||| := 1/(:, ).
Dann H K-Hilbertraum.

2. B vollstandiger normierter Raum,
dann B Banachraum

3. F' lokalkonvexer, vollst. metrischer
Raum, dann F' Fréchetraum.

Theorem 4.14 V VR mit Skalarprodukt,
dann: (-, -) stetig.

Theorem 4.15 H HR, UCH
abgeschlossen und konvex. Dann V f €
H:3f,eU:

I = fol < 1f—ul
Projektion pri;(f) := f,.
Theorem 416 H HR UCH
abgeschlossener lin. UR (=-konvex).
Danngilt H=U @ U+,

Theorem 4.17 Die Projektion ist selb-
stadjungiert und (pri})2 = prg.

YueU

Theorem 4.19 by,...,b, € H m1t
<b1,b]> =0, dann: sz L =
i Il

Tlleorem 4.20 b ONF in H, x Folge in
H, dann: ZOO
& Zn ) x2 exlstlert inK
Theorem 4.21 (Bessel) b ONF in H,
dann ¥f e H:Y° (f,b,)° < |fI?
Hilbert-Basis:
b ONF Hilbert-Basis :<> b(N)" = {0}
Theorem 4.24 TFAE:
. b Hilbertbasis von H
. cl(span(b(N))) = H
SVfeH: f=37 (f,b,)b,
. Vf,ge H:

(f.9) =2 (f, b (9; bn)
SVFEH: S (.0 ) = £

z,b,, existiert in H

=W N =



Theorem 4.27 H = Ly([—7,7]), u
aus 4.10 sind Hilbertbasis.
Beschriankte Variation:

f:I —>R von beschrinkter Vari-
ation &= 3dM >0:V  Zerlegung

Y —

Ty,...,T, von I
flzi )l <M.
Theorem 4.28 f: [—m, 7] — R v. bes.
Var., periodisch mit in z € R stetiger
per. Fortsetzung, dann konv. die Fouri-
erreihe punktw. in  gegen f.

Theorem 4.29 f:[—m, 7] = R stetig
und stiickw. ¢!, dann konv. die Fourier-

reihe gleichm. gegen f.

Komplexe Hilbertraume

U C-VR. Hermitesches SP auf U ist
sesquilineare Form, hermitesch, nicht
entartet. Falls vollstaindig, U C-HR.
4.16, 4.21, 4.24, Parseval: (f,g) =

2:/0:1 <f7 b1l><g7 b7l>

Banachriume

Theorem 4.41 U K-VR. TFAE:

1. dimU <

2. f € L(U,U) injektiv = f surjektiv
3. f € L(U,U) surjektiv=- f injektiv
4 VCULURV=U=V=U

Theorem 4.42 U K-VR. TFAE:

. dimU < oo

. Alle Normen auf U sind dquivalent
. u € U" beschrankt = u hat KTF

. VV C U LUR: V abgeschlossen
.Vl e L(U,K) : | stetig

Ul s W N =

LP-Riume:
I C Rintervall, p € [1,00). £P(I)
={f:I = R|[|f(z)]P dz < oo}
H|| = (f |- \”); (Pseudonorm)
N (1) —{f€£’7( ) : u(supp f) = 0}
LP(I):=LP(I)/N(I) (Menge von
Aquivalenzklassen) mit Norm ||Hp
Theorem 4.58 p € [1,00) = LP(I) BR.
Theorem 4.59 p, ¢ € R holderkonj, d.h.
1+1l-17feLr(I),geLYI) Dann
fa €' L1 (1) wnd | 1gl, <171, gl

Beschriankte lineare Transformatio-
nen
Operatornorm VW  normierte

Riaume, A : V — W linear.

A= sup By g
reviioy I geV,|gl=1

Abeschrinkt < |A] < occ.
Projektionen haben Norm 0 oder 1.
Theorem 4.67 V, W normierte Riume,
A 'V — W linear, dann:
A stetig < A beschrénkt
CL(V,W):={Ae L(V,W):
A stetig}
Theorem 4.71 V, W normierte Riume,
V endlichdim. Dann V' BR und VA €
L(V,W) : A stetig.
Dualraum: B K-BR. B* := CL(B, K)
Theorem 4.75 (Riesz-Fréchet)
H K-HR, A€ H*. Dann 3lge H:
Af=(g,f) VfeHund|A] =gl
HR sind selbstdual. Es gilt (LP)* ~ LP"
und (LP)" ~ LP < p = 2.

Lineare Operatoren

HHR, {0} #DCH,T:D— H lin-
ear heif3t linearer Operator.
Integralkern: H = L?(I), D = C°(I),
K e @0(12 C).T def. Vf € D durch
(Th)(@) = [ K(=,y)fly)dy Vze€
I

ist stetig. |T'|| < sup,ej2 K (z)p(1).

Theorem 4.83 H HR, D C H dicht,
T € CL(D,H). Dann gilt #{T €
CL(H,H) :T|p =T} = 1. Auierdem
7] = |7
Adjungierte: H HR, T': H — H lin-
ear. T : H — H Adjungierte zu T
& (Tf,9) = (f,T*g) VfgeH.
Esgilt (T%)" =T.
Selbstadjungiert: H HR, D C H dicht,
T :D — H linear. T hermitesch :<
(Tf,9)=(f,Tg) Vf,g€ H. Falls
D = H, T selbstdajungiert.
Theorem 4.84 H HR, T € CL(H, H),
dann 3 Adjungierte T* € CL(H,H)
mit |7 = |7°].
Fourier-Transformation:
T:LY(R) — L2( ), def. Vf € L} (R):
(TH() = = [, f@)e ™ dovy €
R
T ist Isometrie (Plancherel) und unitar.
(T*g)(x) = 7= [, €™g(y) dy Yz €
R
T*g =Tg.
Theorem 4.90 (Toeplitz) H HR, T €
CL(H, H). TFAE:
1. 3T ' e CL(H,H) : TT ' =idy
2.3d>0:Vz e H:|Tz| > d|z|

und ker T* = {0}.

Unitire Operatoren

U:H — H linear. U unitir < U
isometrisch und surjektiv.

Theorem 4.93 U cCL(H,H). U
unitir < UU* = U*U = idy.

Schwache Konvergenz

B C-BR. u : N — B schwach-konver-
gent :< fo u konvergent Vf € B*.
@foun—> flus)Vf € B* =S
(v, u,) n%w@, U )Vu € B (fiirr HR)
Schwacher Abschluss: H HR, u €
HY, u(N) c B(0,7) schwach konv.
gegen u., in H. Dann u_, € B(0,7).
Theorem 498 H HR, wuec HY
beschrankt. Dann hat u schwache KTF.

Kompakte Operatoren

V,W BR, T € CL(V,W) kompakt
4> Vu € VN bes.: (T'o u) hat KTF

< VU C V bes.: cl(T(U)) kpt
K(B):={T € CL(B, B) : T kpt}
Theorem 4.112 B BR,

T € K(B) = cl(T(B(0,1))) kpt.

id g ist im Allgemeinen nicht kompakt.
Operatoren mit stetigem Integralkern
sind kompakt.

Lemma 4.115 H HR, T € K(H),
E, :=ker(T — \id) (ER zu EW X # 0)
Dann ist dim F, < oo.

Theorem 4.117 H C-HR, T €
K(H), £>0. Dann #{\¢€ o,(T):
Al > e} < oo.

Uniform Boundedness
Theorem U1l (Baire) X # () vollst.
metr. Raum, X = Uy 4y, A, abg. in
X VkeN Dann 3k € N:int A, #
0.

Theorem U2 (Uniform Bounded-
ness Principle) X # () vollst. metr.
Raum, Y normierter Raum. Sei
F CCUX,Y) mitsup{Hf yifE€
JF <oo VxeX. Dann EzOEX
Jep >0 bup{”f\BLUgU) i fe
3’} < oo.

Theorem U3 (Banach-Steinhaus) X
BR, Y norm. Raum. Sei 7 C CL(X,Y)
mitsupyey |72, < 0o Yz € X.Dann
T beschrinkt, dh sup{HTH

CL(X)Y) *

TeT } < 0.

Notation Dualraum:

X normierter Raum, = € X, z* € X*.
(z,27) = a"().

Fir XHR: Ry : X — X",z (-, z).
(z,y9), = (z,Rx(y)), VYz,y€X
(z,27) . = (&, Ry (¢"))Va,z* €

X, X*

Theorem U5 X BR, Y norm. Raum.
T CCL(X,Y)mitVz € X : Vy € Y™*:
sup{|<Tx,y'>Y‘ 1T € 7'} < 00

Dann ist 7 beschrinkt in CL(X,Y).
Offene Abbildungen:

X,Y top.Rédume, f : X — Y offen :&
f(U) offen VU C X offen

Theorem U7 (Open Mapping Thm)
X,YBR, T € CL(X,Y). Dann:

T surjektiv < T offen.

Theorem U8 (Inverse Mapping Thm)
X,YBR, T € CL(X,Y). Dann:

T bijektiv <> T~! stetig.

Theorem U9 (Closed Graph Thm)
X, YBR, T : X — Y linear. Dann:
{(z,Tz) : x € X} abg. < T stetig.
Stetigkeit bei Adjungierter: Falls eine
Adjungierte existiert, sind der Opera-
tor und die Adjungierte stetig. Selbstad-
jungierte Operatoren sind immer stetig.

Hahn-Banach

Theorem H1 (Hahn-Banach) X R-VR

mit

1. p: X — R sublinear, d.h. homogen,
Va,y € X :p(z+y) < plz) +py)

2. Y C XLUR, f:Y — Rlinear

3. flz) <plz)Vz €Y

Dann 3F : X — R linear mit F|y = f

und F(z) < p(z) Ve € X

Zorn’s Lemma (N, <) # () partiell

geordnete Menge mit VY C N : dn €

N:VyeY:n>y

Danndn* € N:Vne N:n* >n.

Theorem H2 (HB fiir CL(X,K)) X

norm. K-VR, Y C X LUR. Dann Vy* €

Y*:3dz* € X* ¥y =y und |z*] =

Iyl

Theorem H3 X norm. Raum, ¥ C X

abg. LUR, z; € X \ Y. Dann Jz* € X*:

2 (V) = {0} Jo"] . = 1,

2" (2y) = d(zy,Y) = inf{|zo — | :

yeY}

Theorem H4 X norm. Raum, z5 € X.

Dann:

1. Furzy #0: 325 € X*:
und i (z) = ol

2. 2%(zg) =0V € X* = 2,=0

3. |evy, 1a" x*(xo)] € X™  mit

= l2ollx

=1

evo|
To Il xue

Spektrum von Operatoren

Theorem 4.100 B BR, T' € CL(B, B)

bijektiv. Dann ist 7~! € CL(B, B).

Lemma 4.102 B BR, T € CL(B, B)

mit |7 < 1. Dannid Tbeschréinkt in-

vertierbar und H (id-T) 1” <1 HTH

Theorem 4.103 B BR, S € CL(B, B)

beschrénkt invertierbar. Sei |S — T| <

ﬁ. Dann auch 7 beschrankt in-

vertierbar.

Spektrum: B BR, T’ € CL(B, B).

1. o(T)={\NeC:T—

Aid nicht bij.}

2. 0,(T):={AeC:T—
Aid nicht inj.}

3. 0,(T)
{Ne o)\ 0,1
(T —Xid)(B) = }

4 0,(T) = o(T) \ o, (T

A

)\ o (T)

Es gilt:

o(T) = 0,(T)Uo (T)Uo,(T).
0,(T)={\€C:3x € B: Tz =z}
Theorem 4.106 B BR, T' € CL(B, B).
Dann o(T) kpt in C, o(T)C
(B0, |T1)).

Theorem 4.110 B BR endlichdim., T' €
CL(B, B). Dann o(T') = 0,,(T).

Selbstadjungierte kompakte Opera-
toren
Lemma 4.121 H HR, T € CL(H, H)
selbstadjungiert. Dann ist
IT|= sup [Tz, z)|
zeH |a|=1

Theorem 4.122 H HR, T € CL(H, H)
selbstadjungiert, ¢ > 0 mit |(Tz, z)| <
¢|z|?. Dann |T| < c.
Theorem 4.123 H HR, T' € K (H) selb-
stadjungiert. Dann |T'| € 0,(T) oder
~|T) € o, (T).
Theorem 4.124 (Spektralsatz) H
HR, T € K(H) \ {0} selbstadjungiert.
Dann gilt
1. Entweder 7" hat endlich viele EW:

IT1 = M) > ] > >

IAwl, N €N
2. Oder T hat abzéhlbar unendlich viele

EW A, # 0. Dann lim A, =0.

n—oo “'n

3 EV-ONS (uy, ..., u,,) oder (u,) mit
Ve e H:

T = 22721 (z,up)u, +4 bzw. ==
Z;“;l <‘T7 un>un + xU

wobei z, € ker T = span(u,, ...)"

und

Tz = Z:’ LA (@ un)u, bzw. Tz =
S

Istker T = {0}, sind die u; Hilbertbasis.
Korollar 4.125 H HR, T € CL(H, H)
selbstadjungiert, dann o(t) C R.
Korollar 4.126 H HR, T € CL(H, H)
selbstadjungiert und kpt, 0 ¢ o, (T") und
#0,(T) = co. Dann ist 0 € o,.(T).

Spektraler Radius

X BR, A€ L(X,X), spektraler Ra-
dius 7(A):= :A€o(A)}. Es
gilt r(A) < |A[, r(AA) = |X| - r(A).
TheoremS2 X BR, A € L(X,X),P €
Pol(C). Dann P(c(A)) = o(P(A)).
Theorem S3 X BR, A€ L(X,X).
Dann | A" | = r(4),

Integralgleichungen

K :[a,b)® = C stetig, H = L([a,b]),

Te K(H) definiert V f € H durch

(Tf)(z f K(z,y)f(y)dy Vze€

la,B].

Lemma 5.1 K(s,t) € RV (s, t)€ |a,b]?

Dann ist 7" selbstadjungiert.

Theorem 52 g€ H, K(s,t)eR

V(s,t)€ [a,b]>, AeC\{0}, dann:

F(s) =X [ K (s, t)f(t) dt + g(s) ()

1. Wenn % kein EW von T ist, dann hat
(%) genau eine Losung Vg € H.

2. Wenn % ein EW von T ist, dann (%)
losbar < g € Eé (Dann #LR = c0)

Korollar 5.3 (Fredholm) g € H,
K(s,t) e RV(s,t)€ [a,b]>, AeC\
{0}, dann:

1. Entweder besitzt
F=A[ECHf(
deutige Losung Vg € H

2. Oder die homogene Gleichung f —
/\fbK(~,t)f(t) dt =0 besitzt eine
nicﬁttriviale Losung.

t)dt = g eine ein-
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